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SUR DES VARIE´TE´S TORIQUES NON PROJECTIVES
LAURENT BONAVERO
Re´sume´ : Utilisant la the´orie de Mori des varie´te´s toriques projectives due a` M. Reid,
nous e´tudions les varie´te´s toriques non projectives qui le deviennent apre`s e´clatement le long
d’une courbe invariante.
Abstract : With the help of Mori theory for projective toric manifolds due to M. Reid, we
study non projective toric manifolds which become projective after a single blow up along an
invariant curve.
Introduction
Dans tout ce travail, nous appelons varie´te´ torique de dimension n une varie´te´ torique
comple`te et non singulie`re, autrement dit, nous nous inte´ressons aux compactifications lisses
e´quivariantes du tore complexe (C∗)n. Une telle varie´te´ n’est en ge´ne´ral pas projective, mais
les exemples connus de varie´te´s toriques non projectives peuvent eˆtre conside´re´s comme isole´s
au sens ou` la cause ge´ome´trique de non projectivite´ n’est pas toujours comprise. Nous nous
proposons ici d’e´tudier ge´ome´triquement les varie´te´s toniques non projectives les plus sim-
ples. Pour cela, rappelons qu’il est bien connu (voir par exemple [Mor96]) que toute varie´te´
torique devient projective apre`s une suite finie d’e´clatements le long de sous-varie´te´s lisses
toriques ; autrement dit, la version torique du the´ore`me de Moishezon [Moi67] est ve´rifie´e.
Le but de ce travail est de comprendre les varie´te´s toriques non projectives les plus simples
a` la lumie`re du the´ore`me de Moishezon : celles qui deviennent projectives apre`s e´clatement
le long d’une courbe torique (X e´tant lisse, toute courbe torique de X est rationnelle non
singulie`re). Rappelons aussi que si X est une varie´te´ complexe compacte et si x est un point
de X, alors X est projective si et seulement si Bx(X) est projective.
Notation. Si X est une varie´te´ lisse et Z une sous-varie´te´ lisse de X, on note BZ(X) la
varie´te´ obtenue en e´clatant X le long de Z. Rappelons que si E est le diviseur exceptionnel
de l’e´clatement, E est isomorphe a` P(NZ/X) ou` NZ/X est le fibre´ normal de Z dans X.
Si X est une varie´te´ torique et Z est une sous-varie´te´ torique, alors BZ(X) est torique et
l’e´clatement π : BZ(X)→ X est e´quivariant.
Notre travail s’articule de la fac¸on suivante : nous rappelons dans un premier temps les nota-
tions classiques en ge´ome´trie torique et l’e´nonce´ principal de la the´orie de Mori des varie´te´s
toriques projectives d’apre`s Miles Reid [Rei83]. On en de´duit un crite`re de projectivite´ pour
les varie´te´s toriques qui sont projectives apre`s un e´clatement. Dans un deuxie`me temps, nous
montrons que si X est une varie´te´ torique non projective contenant une courbe C torique
de sorte que X˜ := BC(X) soit projective, alors C est rigide dans X. Dans les troisie`me et
quatrie`me parties, si X est une varie´te´ torique non projective contenant une courbe C torique
de sorte que X˜ := BC(X) soit projective, nous classifions les contractions Mori extre´males
sur X˜ dont le lieu exceptionnel rencontre le diviseur exceptionnel de l’e´clatement X˜ → X.
Nous montrons en particulier que toutes sont des e´clatements le long de centres lisses dans
une varie´te´ lisse et que seuls trois phe´nome`nes peuvent se produire dans le cas ou` X˜ posse`de
une telle contraction : soit (X,C) posse`de une re´duction triviale, soit X est obtenue via
un flip interdit d’une varie´te´ torique projective, soit X est obtenue via une transformation
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e´le´mentaire (dite “de Maruyama”) d’une varie´te´ torique projective, ces termes e´tant intro-
duits et illustre´s au §3. Nous donnons aussi deux conse´quences pour les varie´te´s toriques
non projectives devenant de Fano apre`s e´clatement le long d’une courbe, en montrant en
particulier que ceci ne se produit pas en dimension trois. Ce dernier re´sultat n’utilise pas
la classification des varie´te´s toriques de Fano de dimension trois. Dans la dernie`re partie,
nous reprenons et de´taillons une construction d’Ewald, permettant de donner des exemples
de varie´te´s toriques non projectives pour toutes les situations e´tudie´es pre´ce´demment, ces
varie´te´s posse´dant de plus un petit groupe de Picard.
Remerciements : a` Michel Brion et Laurent Manivel pour de nombreuses discussions et
leurs lectures critiques de versions pre´liminaires, a` Alexis Marin qui m’a permis d’interpre´ter
ge´ome´triquement la construction d’Ewald et a` Chris Peters qui m’a indique´ les travaux de
Maruyama.
1. Pre´liminaires de ge´ome´trie torique
1.1. Premie`res de´finitions et notations. Les re´fe´rences usuelles de ge´ome´trie torique sont
[Ewa96], [Ful93] et [Oda88].
Si M est un re´seau de rang n, une varie´te´ torique X∆ de dimension n est de´finie par la
donne´e d’un e´ventail ∆, subdivision de l’espace vectoriel dual NQ := Hom(M,Z) ⊗Z Q par
des coˆnes rationnels polye´draux. Rappelons qu’il y a une correspondance bijective entre les
orbites (du tore Hom(M,C∗)) de codimension r dans X∆ et les coˆnes de dimension r de ∆.
Comme annonce´ dans l’introduction, toutes les varie´te´s toriques X∆ seront suppose´es lisses
(ce qui signifie que tous les coˆnes maximaux de ∆ sont simpliciaux, engendre´s par une base
de N := Hom(M,Z)) et comple`tes (ce qui signifie que le support de ∆ est NQ).
Les ge´ne´rateurs dans N des faces de dimension un de ∆ seront note´s e1, . . . , eρ+n ; ils cor-
respondent aux diviseurs irre´ductibles invariants de X∆ et ρ est le nombre de Picard de X∆.
1.2. E´clatements le long de courbes toriques. Soit X une varie´te´ torique d’e´ventail ∆
et C une courbe torique de X. Quitte a` renume´roter les ei, C est donne´e par le coˆne de
dimension n − 1 (appele´ aussi “mur”) < e1, . . . , en−1 >. Ce mur est face de deux coˆnes
maximaux < e1, . . . , en−1, en > et < e1, . . . , en−1, en+1 > correspondant aux deux points
fixes du tore sur C.
La varie´te´ X˜ = BC(X) est de´finie par l’e´ventail ∆˜ construit de la fac¸on suivante : on
note e = e1 + · · · + en−1, on enle`ve a` ∆ les deux coˆnes maximaux < e1, . . . , en−1, en > et
< e1, . . . , en−1, en+1 > (ainsi que leurs faces) et on les remplace par les 2n−2 coˆnes maximaux
de la forme
< e1, . . . , eˆj , . . . , en−1, e, en > et < e1, . . . , eˆj , . . . , en−1, e, en+1 >, 1 ≤ j ≤ n− 1
(avec toutes leurs faces) (la notation eˆj signifie qu’on enle`ve ej) - voir la figure 1.
Les courbes toriques irre´ductibles sur le diviseur exceptionnel E de l’e´clatement π : X˜ → X
sont les n − 1 courbes C˜j :=< e1, . . . , eˆj , . . . , en−1, e >, 1 ≤ j ≤ n − 1 qui se projettent
isomorphiquement par π sur C et pour 1 ≤ i < j ≤ n− 1 les courbes
< e1, . . . , eˆi, . . . , eˆj , . . . , en−1, e, en > et < e1, . . . , eˆi, . . . , eˆj , . . . , en−1, e, en+1 >
contracte´es par π.
Remarque. Il y a une description analogue en terme d’e´ventails des e´clatements le long
de centres toriques de dimension supe´rieure a` un ([Oda88] page 38).
Convention. La trace sur la sphe`re unite´ Sn−1 d’un e´ventail ∆ de Rn de´finit un de´coupage
de Sn−1. Toutes les figures de ce texte repre´sentent la trace sur la sphe`re Sn−1 d’une
partie d’un e´ventail n-dimensionnel. Si la figure repre´sente une application torique entre
deux varie´te´s toriques, les parties non repre´sente´es des e´ventails ne sont pas modifie´es par
l’application.
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e
π
e1, . . . , en−2 e1, . . . , en−2
en
Figure 1.
1.3. The´orie de Mori torique, d’apre`s Miles Reid. Si X est une varie´te´ projective, on
note
N1(X) = {
∑
i
aiCi | ai ∈ Q , Ci courbe irre´ductible de X}/ ≡
ou` ≡ de´signe l’e´quivalence nume´rique. Le coˆne de Mori, ou coˆne des courbes effectives, est
le sous-coˆne de N1(X) de´fini par
NE(X) = {Z ∈ N1(X) |Z ≡
∑
i
aiCi , ai ≥ 0}.
SiX est torique, alors (voir [Rei83]) NE(X) est polye´dral, engendre´ par les classes des courbes
invariantes. De plus, pour toute areˆte R de NE(X), il y a une contraction ϕR : X → Y
de X sur une varie´te´ torique projective e´ventuellement singulie`re Y telle que les courbes
irre´ductibles contracte´es par ϕR sont exactement celles dont la classe dans N1(X) appartient
a` R.
Convention : pour une areˆte R de NE(X), nous dirons que la contraction extre´male ϕR est
Mori extre´male si et seulement si −KX ·R > 0.
1.3.1. Comportement du coˆne de Mori. Soit ϕR : X → Y une contraction extre´male et
(ϕR)∗ : N1(X)→ N1(Y ) = N1(X)/(R + (−R))
la projection induite par ϕR. Alors, le coˆne de Mori NE(Y ) est e´gal a` (ϕR)∗(NE(X)). En
particulier, les areˆtes de NE(Y ) sont images d’areˆtes de NE(X).
1.3.2. Description des contractions extre´males. Soit ω une courbe invariante extre´male (i.e.
R := Q+[ω] est une areˆte de NE(X)) que l’on peut supposer, quitte a` renume´roter les ei,
de´finie par le “mur” < e1, . . . , en−1 >, face de deux coˆnes maximaux
< e1, . . . , en−1, en > et < e1, . . . , en−1, en+1 > .
Comme X est lisse, il y a une unique relation
en+1 + en +
n−1∑
i=1
aiei = 0
ou` les ai sont des entiers. Rappelons ici que le fibre´ normal de ω dans X est isomorphe a`
n−1⊕
i=1
OP1(ai), ceci e´tant vrai meˆme si ω n’est pas extre´male.
On note
α = card{i ∈ [1, . . . , n − 1] | ai < 0} et β = card{i ∈ [1, . . . , n− 1] | ai ≤ 0}.
Avec ces notations, ϕR est birationnelle si et seulement si α 6= 0, le lieu exceptionnel A(R)
de ϕR dans X est alors de dimension n − α, son image B(R) = ϕR(A(R)) dans Y est de
dimension β − α, et la restriction de ϕR a` A(R) est un morphisme plat a` fibres des espaces
projectifs a` poids de dimension n− β. Si α = 0, Y est projective lisse de dimension β et ϕR
est une fibration lisse. (Attention : les coquilles de l’e´nonce´ (2.5) dans [Rei83] sont corrige´es
dans [Oda88], page 111).
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1.4. Un crite`re de projectivite´ torique. Nous donnons ici une premie`re application de
la the´orie de Mori torique.
Proposition 1. Soit X une varie´te´ torique, Z une sous-varie´te´ torique de X. On suppose
que BZ(X) est projective.
Alors X est projective si et seulement si la classe dans NE(BZ(X)) d’une courbe contenue
dans une fibre de l’e´clatement π : BZ(X)→ X est extre´male.
Remarque : comme les fibres non triviales de π sont des espaces projectifs (lisses), l’areˆte
engendre´e par la classe dans NE(BY (X)) d’une courbe contenue dans une fibre de l’e´clatement
π : BY (X)→ X est inde´pendante des choix de la courbe et de la fibre.
De´monstration de la proposition. Le sens direct est un fait ge´ne´ral bien connu : soit F
une courbe rationnelle contenue dans une fibre non triviale de π. Si X est projective, soit H
un diviseur ample sur X. Si F ≡ C1 + C2 dans NE(BY (X)), alors
0 = π∗H · F = π∗H · C1 + π
∗H · C2,
donc
π∗H · C1 = π
∗H · C2 = 0.
Ainsi les Ci sont contenues dans une fibre de π, donc nume´riquement proportionnelles a` F ,
autrement dit F est extre´male. Re´ciproquement, si F est extre´male, la contraction extre´male
ϕ associe´e est birationnelle de lieu exceptionnel e´gal au diviseur exceptionnel de π : en effet,
la classe de toute courbe incluse dans une fibre de π appartient a` l’areˆte Q+[F ], donc toutes
les fibres non triviales de π sont contracte´es par ϕ, et toute courbe contracte´e par ϕ est
incluse dans E car E · F < 0. Ainsi, toute fibre de π est contenue dans une fibre de ϕ, et
les fibres de ϕ e´tant des espaces projectifs a` poids, la restriction de π a` toute fibre de ϕ la
contracte sur un point, c’est donc que ϕ = π et X est projective.
Remarque : cet e´nonce´ est un e´nonce´ torique, faux pour des varie´te´s projectives quelconques
(voir [Bon96] §2.4) !!
2. Un crite`re de rigidite´
Le re´sultat suivant n’utilise que partiellement l’hypothe`se X torique, il serait inte´ressant de
connaˆıtre le degre´ de ge´ne´ralite´ de cet e´nonce´.
Proposition 2. Soit X une varie´te´ torique, C une courbe torique de X. On suppose que
BC(X) est projective et que C se de´forme dans X. Alors X est projective.
Remarque : dans cet e´nonce´, les de´formations de C sont ne´cessairement non toriques.
De´monstration de la proposition. Comme X est torique, un diviseur sur X est ample
si et seulement si son intersection avec toute courbe effective est strictement positive. De la`,
si H est un diviseur ample sur BC(X), et si π : BC(X) → X est l’e´clatement, le diviseur
H ′ := π(H) est ample sur X : en effet, si ω est une courbe irre´ductible de X distincte de C,
alors H ′ · ω ≥ H · ω˜ > 0 ou` ω˜ est la transforme´e stricte de ω. Comme C se de´forme en une
courbe ωC , on a H
′ · C = H ′ · ωC > 0 d’apre`s ce qui pre´ce`de. Ainsi, H
′ est ample sur X.
Remarque : la de´monstration pre´ce´dente et le crite`re de Kleiman [Kle66] montrent que cette
proposition est vraie si on suppose que X est une varie´te´ analytique compacte ne posse´dant
pas de courbes irre´ductibles homologues a` 0 et telle que NE(X) soit ferme´ dans N1(X).
La proposition 2 posse`de le corollaire imme´diat suivant :
Corollaire 1. Sous les hypothe`ses de la proposition 2 et si χ(NC/X) = −KX ·C+n−3 > 0,
alors X est projective.
Signalons pour conclure ce paragraphe que ce crite`re de rigidite´ posse`de une application
inte´ressante en vue d’un the´ore`me de Moishezon torique effectif en dimension trois - voir
[Bon99].
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3. Trois exemples de contractions extre´males
Dans cette partie, la situation qui nous inte´resse est la suivante : X est une varie´te´ torique
non projective contenant une courbe C torique de sorte que X˜ := BC(X) soit projective.
On note π : X˜ → X l’e´clatement de X le long de C, E le diviseur exceptionnel de π.
Question : que peut-on dire des contractionsMori extre´males sur X˜ dont le lieu exceptionnel
rencontre E ?
Nous donnons trois exemples diffe´rents de situations possibles.
3.1. Exemple 1 : “re´duction triviale”. Supposons donne´e une varie´te´ torique non pro-
jective X ′, contenant une courbe C ′ torique de sorte que Y := BC′(X
′) soit projective ; on
note π′ l’e´clatement Y → X ′. Soit alors X la varie´te´ torique obtenue en e´clatant X ′ en
un point fixe p appartenant a` C ′. Comme X ′, la varie´te´ X est non projective, et la varie´te´
X˜ := BC(X) ou` la courbe C est la transforme´e stricte de C
′ est projective : en effet, X˜ est
la varie´te´ obtenue en e´clatant Y le long de la sous-varie´te´ de codimension deux (π′)−1(p).
D’apre`s la proposition 1, l’e´clatement X˜ → Y est une contraction Mori extre´male ϕQ+[ω]
dont le lieu exceptionnel rencontre E.
Autrement dit, on a un diagramme commutatif :
X˜ = BC(X)
pi

ϕ
Q+[ω]
// Y = BC′(X
′)
pi′

X = Bp(X
′)
ϕ
// X ′
La figure 2 est la version “ge´ome´trique” de ce qui pre´ce`de.
Convention. Si le couple (X,C) est obtenu par le proce´de´ de´crit pre´ce´demment, nous
dirons que ce couple posse`de une re´duction triviale.
C
X˜
p
•
ϕQ+[ω]
Y
E ω
ϕ
X ′X
pi′pi
C′
(pi′)−1(C′)
(pi′)−1(p) = Z
Figure 2. Re´duction triviale
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3.2. Exemple 2 : “flip interdit”. Nous de´montrerons au §4.2 la proposition suivante :
Proposition 3. Soit Y une varie´te´ torique projective de dimension n contenant une sous-
varie´te´ torique Z ve´rifiant
(Z,NZ/Y ) ≃ (P
n−2,OPn−2(−1)
⊕2),
et soit X la varie´te´ torique obtenue en e´clatant Y le long de Z puis en contractant les
{∗} × Pn−2 du diviseur exceptionnel E ≃ P1 × Pn−2 :
X˜ = BZ(Y )
pi
yyss
ss
ss
ss
ss ϕQ+[ω]
%%J
JJ
JJ
JJ
JJ
J
X Y
Alors X est projective si et seulement si la classe d’une courbe incluse dans Z est extreˆmale
dans le coˆne de Mori des courbes effectives de Y .
En particulier, si la classe d’une courbe incluse dans Z n’est pas extreˆmale dans le coˆne de
Mori des courbes effectives de Y , la varie´te´ X construite est non projective, le devient apre`s
e´clatement le long d’une courbe C ve´rifiant
(C,NC/X ) ≃ (P
1,OP1(−1)
⊕n−1),
et ϕQ+[ω] est une contraction Mori extre´male dont le lieu exceptionnel est e´gal a` celui de
l’e´clatement π : X˜ → X.
Convention. Si une varie´te´ X non projective est obtenue par le proce´de´ de´crit pre´ce´dem-
ment, nous dirons que cette varie´te´ est obtenue via un flip interdit d’une varie´te´ projective :
a` partir de la dimension quatre, cette transformation de Y vers X est un flip si la classe d’une
courbe incluse dans Z est extreˆmale dans le coˆne de Mori des courbes effectives de Y .
3.3. Exemple 3 : “transformation e´le´mentaire”. Soit Y une varie´te´ torique projective
de dimension n contenant un diviseur torique E¯. Supposons que E¯ soit isomorphe a` P(E) ou`
E est un fibre´ vectoriel de rang n − 1 sur P1 et notons λ : E¯ = P(E) → P1 la projection.
Supposons que le fibre´ normal de E¯ dans Y soit de la forme λ∗OP1(a) (autrement dit, il est
trivial en restriction aux fibres de λ) et soit E ′ un sous-fibre´ de E de rang n−2 de sorte que la
sous-varie´te´ Z = P(E ′) soit torique. Soit X˜ = BZ(Y ) la varie´te´ torique obtenue en e´clatant
Y le long de Z. D’apre`s la proposition 1, l’e´clatement X˜ → Y est une contraction Mori
extre´male ϕQ+[ω]. De plus, la transforme´e stricte E de E¯ est isomorphe a` E¯ (en particulier,
λ induit une fibration λ˜ : E → P1) et son fibre´ normal NE/X˜ est e´gal a` OE(−1)⊗ λ˜
∗OP1(a).
Il existe donc une varie´te´ X torique contenant une courbe torique C ≃ P1 de sorte que
X˜ = BC(X) et que le diviseur exceptionnel de l’e´clatement π : X˜ → P
1 soit e´gal a` E
avec π|E = λ˜. Par construction, ϕQ+[ω] est une contraction Mori extre´male dont le lieu
exceptionnel F rencontre E.
Autrement dit, on a un diagramme commutatif :
E ⊂ X˜ ⊃ F
pi
xxpp
pp
pp
pp
pp
p ϕ
Q+[ω]
''P
PP
PP
PP
PP
PP
P
C ⊂ X Y ⊃ E¯ ⊃ Z
La figure 3 est la version “ge´ome´trique” de ce qui pre´ce`de.
Convention. Si une varie´te´ X est obtenue par le proce´de´ de´crit pre´ce´demment, nous dirons
que cette varie´te´ est obtenue via une transformation e´le´mentaire d’une varie´te´ projective.
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X˜
E
X Y
F
E¯
ϕQ+[ω]
π(F )
pi
ZC
ω
Figure 3. Transformation e´le´mentaire.
Lien avec les transformations e´le´mentaires de Maruyama. Remarquons que dans ce qui
pre´ce`de, l’image dans X du diviseur F est encore un diviseur de la forme P(F), ou` F est
un fibre´ vectoriel de rang n − 1 sur P1, dont le fibre´ normal dans X est encore trivial en
restriction aux fibres de la projection sur P1. Cette construction est un cas particulier de
transformation e´le´mentaire, application birationnelle utilise´e par Maruyama [Mar82] pour
construire des familles de fibre´s vectoriels sur une varie´te´ analytique ou alge´brique (en di-
mension deux, cette application birationnelle joue un roˆle essentiel dans la classification des
surfaces rationnelles).
Plus pre´cise´ment (voir [Mar82] §1), si E est un fibre´ vectoriel sur une varie´te´ S, si T est
un diviseur (lisse) de S et si E ′ est un sous-fibre´ vectoriel strict de E|T , une transformation
e´le´mentaire consiste a` e´clater la varie´te´ P(E) le long de la sous-varie´te´ (de codimension au
moins deux) P(E ′), et a` remarquer que la transforme´e stricte du diviseur P(E|T ) est le diviseur
exceptionnel d’un e´clatement sur une varie´te´ de la forme P(F) ou` F est encore un fibre´
vectoriel sur S, de meˆme rang que E .
Dans notre situation, notons S l’espace total du fibre´ OP1(a), q : S → P
1 la projection et U
le produit fibre´ (torique) de λ et q au dessus de P1 :
U

// S
q

E¯
λ
// P1
L’hypothe`se faite sur NE¯/Y implique qu’il y a un voisinage torique V de E¯ dans Y isomorphe
a` U = P(q∗E). Enfin, si T de´signe la section nulle de q dans S et si V˜ = (ϕQ+[ω])
−1(V ), alors
le diagramme
V˜
pi|V˜
}}{{
{{
{{
{{ (ϕ
Q+[ω])|V˜

>>
>>
>>
>>
π(V ) V
est une transformation e´le´mentaire de Maruyama.
A la lumie`re de ce qui pre´ce`de, nous pouvons dire que l’exemple 3 est une “compactification
e´quivariante d’une transformation e´le´mentaire torique”.
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4. Classification de certaines contractions Mori extre´males
Dans toute cette partie, X est une varie´te´ torique non projective de dimension n, d’e´ventail
∆ contenant une courbe C torique de sorte que X˜ := BC(X) soit projective, d’e´ventail ∆˜.
On note π : X˜ → X l’e´clatement de X le long de C, E le diviseur exceptionnel de π. Quitte
a` renume´roter les faces de dimension un de ∆, on suppose que C est donne´e par un coˆne
< e1, . . . , en−1 > de dimension n − 1, face de deux coˆnes maximaux < e1, . . . , en−1, en > et
< e1, . . . , en−1, en+1 >.
Le but de cette partie est de classifier les contractions Mori extre´males de X˜ dont le lieu
exceptionnel rencontre E. Nous y de´montrons le re´sultat suivant :
The´ore`me A. Soit X une varie´te´ torique non projective contenant une courbe C torique de
sorte que X˜ := BC(X) soit projective, soit ω dans X˜ une courbe Mori extre´male rencontrant
le diviseur exceptionnel E et ϕQ+[ω] : X˜ → Y la contraction extre´male associe´e. Alors :
• soit le couple (X,C) posse`de une re´duction triviale,
• soit X est obtenue via un flip interdit d’une varie´te´ torique projective,
• soit X est obtenue via une transformation e´le´mentaire d’une varie´te´ torique projective.
Dans tous les cas, la contraction extre´male ϕQ+[ω] est de la forme de´crite dans les exemples
1, 2 et 3 respectivement.
Commentaires.
(i) Dans tous les cas, l’image Y de la contraction extre´male ϕQ+[ω] est lisse et ϕQ+[ω] est
l’e´clatement de Y le long d’un centre lisse ; ce phe´nome`ne est remarquable.
(ii) Dans le deuxie`me cas, E · ω = −1, dans les deux autres E · ω = 1.
(iii) Tous ces exemples se produisent en toutes dimensions supe´rieures a` trois, nous donnerons
des constructions explicites dans la partie 5 avec “petits” groupes de Picard.
(iv) Cet e´nonce´ n’est pertinent que s’il existe une courbe Mori extre´male rencontrant E,
hypothe`se que nous ne savons pas ve´rifier en ge´ne´ral. Nous donnons dans la proposition
suivante deux conditions sous lesquelles cette hypothe`se est ve´rifie´e.
Proposition 4. Soit X une varie´te´ torique non projective contenant une courbe C torique
de sorte que X˜ := BC(X) soit projective, soit E le diviseur exceptionnel de l’e´clatement et
ρ(X) le nombre de Picard de X. Alors X˜ posse`de une courbe Mori extre´male rencontrant E
de`s que X˜ ve´rifie l’une des conditions suivantes :
(i) la varie´te´ X˜ est de Fano,
(ii) la varie´te´ X˜ posse`de au moins ρ(X) contractions Mori extre´males (i.e NE(X˜) posse`de
au moins ρ(X) areˆtes R ve´rifiant −KX˜ · R > 0).
De´monstration de la proposition.
Pour (i) : si X˜ est de Fano, soit C une courbe contenue dans une fibre de l’e´clatement. Alors,
[C] ≡
p∑
i=1
ai[Ci]
ou` les Ci sont des courbes Mori extre´males et les ai des rationnels positifs. Comme E ·C < 0,
l’une au moins des Ci ve´rifie E · Ci < 0.
Pour (ii) : si par l’absurde, il n’y a pas de courbe Mori extre´male rencontrant E, alors
l’hyperplan
E=0 = {Z ∈ N1(X˜) |E · Z = 0}
contient ρ(X) areˆtes de NE(X˜). Or NE(X˜) est un coˆne convexe d’inte´rieur non vide dans
l’espace vectoriel N1(X˜) de dimension ρ(X)+1. Il s’en suit que E=0 est un hyperplan d’appui
de NE(X˜). Ceci est absurde car il y a dans NE(X˜) des courbes d’intersection strictement po-
sitive avec E (toute courbe transverse a` E) et des courbes d’intersection strictement ne´gative
avec E (toute courbe contenue dans une fibre de l’e´clatement).
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La preuve pre´ce´dente (pour (i)) et le the´ore`me A implique de suite le re´sultat suivant.
Corollaire B. Soit X une varie´te´ torique non projective contenant une courbe C torique de
sorte que X˜ := BC(X) soit une varie´te´ de Fano. Alors X est obtenue via un flip interdit
d’une varie´te´ torique projective.
En dimension 3, on en de´duit :
Corollaire C. Soit X une varie´te´ torique de dimension 3 contenant une courbe C torique
de sorte que X˜ := BC(X) soit une varie´te´ de Fano. Alors X est projective.
De´monstration. Si X n’est pas projective, le corollaire B affirme que X est obtenue via un
flip interdit d’une varie´te´ torique projective. Comme −KX˜ est ample, −KX est d’intersection
strictement positive avec toutes les courbes de X distinctes de C. Or, comme
NC/X = OP1(−1)
⊕2,
on a −KX ·C = 0. Mais alors, si A est un diviseur nef dans une varie´te´ torique, d’intersection
strictement positive sur toutes les courbes toriques a` l’exception d’une seule note´e C, et si D
est un diviseur lisse ve´rifiant D ·C = 1, alors A+εD est un Q-diviseur strictement positif sur
toutes les courbes toriques, donc ample, de`s que ε est un rationnel strictement positif assez
petit. Ainsi, X est projective.
Remarque : le corollaire C de´coule aussi de la classification des varie´te´s toriques de Fano de
dimension 3 [Bat82] [WWa82]. En effet, cette dernie`re montre que ρ(X˜) ≤ 5, donc ρ(X) ≤ 4.
Or il n’y a qu’une seule varie´te´ torique non projective de dimension 3 dont le rang du groupe
de Picard est infe´rieur ou e´gal a` 4 (celle dont l’e´ventail est rappele´ au §5.1.1 de ce texte)
[Oda88] et il est facile de voir que cette dernie`re ne devient pas de Fano apre`s e´clatement le
long d’une courbe. La preuve du corollaire C e´vite d’utiliser cette classification.
Le reste de cette partie est consacre´ a` la de´monstration du the´ore`me A.
Supposons donc l’existence d’une courbe torique ω de X˜ := BC(X) Mori extre´male ve´rifiant
E ∩ ω 6= ∅. L’analyse distingue les cas E · ω ≥ 0 et E · ω < 0.
4.1. Le cas ou` E · ω ≥ 0.
4.1.1. Quelques re´ductions.
Lemme 1. Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la courbe ω n’est pas incluse dans E.
De´monstration. Supposons au contraire que ω ⊂ E. Comme E ·ω ≥ 0, ω n’est pas incluse
dans une fibre de π, donc π|ω : ω → C est un isomorphisme d’apre`s 1.2. De la`,
KX · C = π
∗KX · ω = (KX˜ − (n− 1)E) · ω
et donc
χ(NC/X) = −KX · C + n− 3 = (−KX˜ + (n− 1)E) · ω + n− 3 > 0.
D’apre`s le corollaire 1, ceci implique que X est projective, ce qui est exclu par hypothe`se.
Ainsi, ω est “transverse” a` E et quitte a` permuter les e1, . . . , en−1, on peut supposer que
ω =< e1, . . . , en−2, en > (et donc E · ω = 1 ). Le mur < e1, . . . , en−2, en > de´finissant ω est
face de deux coˆnes maximaux
< e1, . . . , en−2, en, e > et < e1, . . . , en−2, en, e
′ >
pour un certain e′, ge´ne´rateur entier d’une face de dimension un de ∆˜. Remarquons que e′
peut eˆtre e´gal a` en+1 et est distinct de en−1 - voir la figure 4.
Il y a alors une relation
e′ + e+
n−2∑
i=1
biei + bnen = 0,
ou` les bi et bn sont des entiers.
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en−1
en+1
en
e′
e
e1, . . . , en−2
ω
Figure 4.
Lemme 2. Les entiers bi sont ne´gatifs ou nuls pour tout i = 1, . . . , n− 2, n.
De´monstration. Sinon, on a bi > 0 pour un certain i, et d’apre`s Reid [Rei83] Cor. 2.10(i),
les deux courbes
ω′ :=< e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e > et ω
′′ :=< e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e
′ >
(respectivement < e1, . . . , en−2, e > et < e1, . . . , en−2, e
′ >) si i ≤ n − 2 (respectivement si
i = n) sont sur l’areˆte Q+[ω].
Mais alors ω′ :=< e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e > (respectivement < e1, . . . , en−2, e >) est une
courbe Mori extre´male incluse dans E et d’intersection positive avec E, ce qui n’est pas
possible d’apre`s le lemme pre´ce´dent.
Comme la quantite´
−KX˜ · ω = 2 +
n−2∑
i=1
bi + bn
est strictement positive, les deux lemmes pre´ce´dents et la description des contractions extre´-
males rappele´es en 1.3 impliquent que seules deux possibilite´s ont lieu a priori.
a) Tous les entiers bi, 1 ≤ i ≤ n− 2 et bn sont nuls et dans ce cas la contraction extre´male
ϕQ+[ω] est une fibration ϕQ+[ω] : X˜ → Y de fibres isomorphes a` P
1.
b) Un et un seul des entiers bi et bn vaut −1, les autres e´tant nuls et dans ce cas la
contraction extre´male ϕQ+[ω] est birationnelle divisorielle, ses fibres non triviales e´tant
isomorphes a` P1.
Montrons que le cas a) est impossible : si ϕQ+[ω] : X˜ → Y est une fibration, ses fibres ont
une intersection e´gale a` 1 avec le diviseur E et donc E est isomorphe a` Y . On en de´duit que
le groupe de Picard de Y est Z2, donc celui de X˜ est Z3, donc celui de X est Z2. Mais alors
X est projective d’apre`s la classification [Kle88].
4.1.2. Analyse du cas b). Deux situations diffe´rentes peuvent se produire :
(i) bi = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 2 et bn = −1, on a alors e
′ + e− en = 0,
(ii) l’un des bi, 1 ≤ i ≤ n − 2 est non nul, on peut supposer que b1 = −1 et on a alors
e′ + e− e1 = 0.
Commenc¸ons par traiter la situation (i) : nous montrons que (X,C) posse`de une re´duction
triviale.
D’apre`s Reid [Rei83] Cor. 2.10(ii), pour tout i fixe´, 1 ≤ i ≤ n − 2, l’e´toile du coˆne n − 2
dimensionnel < e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en > est constitue´e des 4 coˆnes maximaux
< e1, . . . , ei, . . . , en−2, en, e > , < e1, . . . , ei, . . . , en−2, en, e
′ > ,
< e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e, νi > et < e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e
′, νi >
pour un certain νi.
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en−1
en+1
X˜
X
en = e+ e
′
e = e1 + · · ·+ en−2
e1, . . . , en−2
e = e1 + · · ·+ en−2
en−1
en+1
Y
e1, . . . , en−2e1, . . . , en−2
en−1 en−1
e′
en = e1 + · · ·+ en−2 + e′
en+1 en+1
e′
e′ e′
e1, . . . , en−2
ϕ
X ′
π′π
ϕQ+[ω]
ω
Figure 5. Re´duction triviale
Or, le mur < e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e > est de´ja` face des 2 coˆnes maximaux
< e1, . . . , eˆi, . . . , en−2, en, e, en−1 > et < e1, . . . , ei, . . . , en−2, en, e > .
C’est donc que νi = en−1 pour tout 1 ≤ i ≤ n − 2. On en de´duit que l’e´toile de en est
constitue´e des 2n− 2 coˆnes maximaux suivants :
< e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, e, en > et < e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, e
′, en >, 1 ≤ i ≤ n− 1.
Il re´sulte du raisonnement pre´ce´dent - voir la figure 5 - que la contraction ϕQ+[ω] envoie X˜
sur la varie´te´ projective lisse Y dont l’e´ventail est obtenu en remplac¸ant dans ∆˜ l’e´toile de
en par la re´union des coˆnes maximaux < e1, . . . , eˆi, en−1, e
′, e >, 1 ≤ i ≤ n− 1 et leurs faces.
Autrement dit, ϕQ+[ω] : X˜ → Y est l’e´clatement de Y le long de la sous-varie´te´ torique de
codimension deux de´finie par le coˆne < e, e′ >.
De meˆme, la relation
en = e1 + · · ·+ en−1 + e
′
montre qu’il existe une varie´te´ X ′ non projective lisse telle que X = Bp(X
′) ou` p est un point
fixe dans X ′ de´finie par le coˆne maximal < e1, . . . , en−1, e
′ >. Enfin, Y = BC′(X
′) ou` C ′
est la courbe de X ′ de´finie par le mur < e1, . . . , en−1 >. Ce qui pre´ce`de montre que (X,C)
posse`de une re´duction triviale.
Traitons la situation (ii) : nous montrons que X est obtenue via une transformation
e´le´mentaire d’une varie´te´ torique projective
Dans ce cas, on a e1 = e + e
′, soit encore e′ = −e2 − · · · − en−1. Un raisonnement analogue
au pre´ce´dent montre que l’e´toile de e1 est constitue´e des 4n− 8 coˆnes maximaux suivants :
< e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, e, en >, < e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, e, en+1 >,
< e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, e
′, en > et < e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, e
′, en+1 >
pour 2 ≤ i ≤ n− 1.
Il en re´sulte - voir la figure 6 - que la contraction ϕQ+[ω] envoie X˜ sur la varie´te´ projective
lisse Y dont l’e´ventail est obtenu en remplac¸ant dans ∆˜ l’e´toile de e1 par la re´union des coˆnes
maximaux
< e2, . . . , eˆi, en−1, e
′, e, en >, < e2, . . . , eˆi, en−1, e
′, e, en+1 >, 2 ≤ i ≤ n− 1
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et leurs faces.
e2
e3, . . . , en−1
en
en+1
e1
e′ = −e2 − · · · − en−1
e′ = −e2 − · · · − en−1
en+1
en+1
e1
en
e2
e2
e3, . . . , en−1
e = e1 + · · ·+ en−1
e = e1 + · · ·+ en−1
e3, . . . , en−1
en
X
e′ = −e2 − · · · − en−1
X˜
Y
ϕQ+[ω]
π
Figure 6. Transformation e´le´mentaire.
Autrement dit, ϕQ+[ω] : X˜ → Y est l’e´clatement de Y le long de la sous-varie´te´ torique de
codimension deux de´finie par le coˆne < e, e′ >. De plus, dans l’e´ventail ∆Y de´finissant Y ,
l’e´toile de e est constitue´e des 2n− 2 coˆnes maximaux
< e2, . . . , eˆi, en−1, e
′, e, en >, < e2, . . . , eˆi, en−1, e
′, e, en+1 >, 2 ≤ i ≤ n− 1,
< e2, . . . , en−1, e, en > et < e2, . . . , en−1, e, en+1 >
et leurs faces. En particulier, la forme line´aire λ : NQ → Q de´finie par λ(e) = λ(ei) = 0
si 2 ≤ i ≤ n − 1 et λ(en) = 1 (et donc λ(en+1) = −1 !) induit un morphisme surjectif de
l’e´ventail de l’e´toile de e dans ∆Y sur l’e´ventail de P
1 et donc induit une fibration torique
lisse du diviseur torique E de´fini par le coˆne < e > sur P1, a` fibre isomorphe a` Pn−2. Enfin,
comme
e′ + e2 +
n−1∑
i=3
ei = 0,
la courbe rationnelle < e3, . . . , en−1, e, en > (incluse dans une fibre de λ) a pour fibre´ normal
dans Y le fibre´ O⊕2 ⊕O(1)⊕n−3 et le fibre´ normal NE/Y est donc trivial en restriction aux
fibres de λ. Tout ceci ache`ve de montrer queX est obtenue via une transformation e´le´mentaire
de la varie´te´ torique projective Y .
Remarque : dans la situation pre´ce´dente, la classe d’une courbe incluse dans une fibre de
λ : E → P1 n’est pas extre´male dans NE(Y ).
De´monstration de la remarque. D’apre`s 1.3, comme ϕQ+[ω] est une contraction extre´male,
si une courbe incluse dans une fibre de λ : E → P1 est extre´male dans NE(Y ), sa transforme´e
stricte l’est dans X˜, et donc π est une contraction extre´male d’apre`s la proposition 1. Or X
n’est pas projective !
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Remarque : dans la situation pre´ce´dente, on a un diagramme :
X˜ = BC(X)
pi
yyss
ss
ss
ss
ss ϕQ+[ω]
%%K
KK
KK
KK
KK
K
X Y
ou` les deux fle`ches π et ϕQ+[ω] sont des e´clatements le long de centres lisses. En fait, on peut
ite´rer la construction pre´ce´dente : e´clatons Y le long de la courbe de coˆne < e2, . . . , en−1, e >,
la varie´te´ projective alors obtenue est elle-meˆme l’e´clatement le long d’un centre lisse de
codimension deux dans une autre varie´te´ torique lisse, et on peut recommencer. Ainsi X
fait partie d’une suite infinie de varie´te´s toriques lisses, s’obtenant successivement a` l’aide
de transformations e´le´mentaires. Nous ne savons pas de´terminer de fac¸on syste´matique le
caracte`re projectif ou non de ces varie´te´s. Nous verrons dans la partie 5 deux exemples de
comportements distincts.
4.2. Le cas ou` E · ω < 0. On de´montre la proposition suivante :
Proposition 5. Soit X une varie´te´ torique non projective. Supposons que :
(i) il existe une courbe C torique dans X de sorte que X˜ := BC(X) est projective,
(ii) il existe une courbe torique ω de X˜ Mori extre´male ve´rifiant E · ω < 0 ou` E est le
diviseur exceptionnel de π : X˜ → X.
Alors,
(C,NC/X ) ≃ (P
1,OP1(−1)
⊕n−1)
et il y a un diagramme
X˜ = BC(X)
pi
yyss
ss
ss
ss
ss ϕQ+[ω]
%%K
KK
KK
KK
KK
K
X Y
ou` Y est une varie´te´ torique projective contenant une sous-varie´te´ torique Z ve´rifiant
(Z,NZ/Y ) ≃ (P
n−2,OPn−2(−1)
⊕2),
ϕQ+[ω] est la contraction extre´male de´finie par ω et l’e´clatement de Y le long de la sous-
varie´te´ Z de sorte que ϕQ+[ω] : X˜ → Y et π : X˜ → X ont meˆme diviseur exceptionnel E
ve´rifiant
(E,NE/X˜ ) ≃ (P
1 × Pn−2,OP1×Pn−2(−1,−1)).
De plus, la classe d’une courbe rationnelle incluse dans Z n’est pas extreˆmale dans le coˆne
de Mori des courbes effectives de Y .
De´monstration. Comme E · ω < 0, la courbe ω est incluse dans E. Mais comme X
n’est pas projective, la proposition 1 implique que ω n’est pas incluse dans une fibre de π.
Quitte a` renume´roter les ei, 1 ≤ i ≤ n − 1, on peut supposer que ω est de´finie par le mur
< e1, . . . , en−2, e > et on a une relation
en + en+1 +
n−2∑
i=1
aiei + ae = 0,
ou` les ai et a sont des entiers. Le lemme suivant est l’analogue du lemme 2.
Lemme 3. Les entiers ai sont ne´gatifs ou nuls pour tout i entre 1 et n− 2.
De´monstration. Sinon, on a par exemple a1 > 0, et d’apre`s Reid [Rei83] Cor. 2.10(i), les
deux courbes ω′ :=< e2, . . . , en−2, e, en > et ω
′′ :=< e2, . . . , en−2, e, en+1 > sont sur l’areˆte
extre´male Q+[ω]. Or ces deux courbes sont contracte´es par π, ce qui n’est pas possible
puisque X est non projective.
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Fin de la de´monstration de la proposition 5. Comme
−KX˜ · ω = 2 +
n−2∑
i=1
ai + a > 0
avec a = E · ω < 0, il s’en suit que a = −1 et ai = 0 pour tout 1 ≤ i ≤ n− 2. La contraction
extre´male ϕQ+[ω] est donc divisorielle, de fibres non triviales isomorphes a` P
1, et comme
en + en+1 = e =
n−1∑
i=1
ei,
la courbe C a son fibre´ normal isomorphe a` OP1(−1)
⊕n−1, et donc
(E,NE/X˜) ≃ (P
1 × Pn−2,OP1×Pn−2(−1,−1)).
e2
e3, . . . , en−1
en
en+1
en+1
en+1
en
e2
e2
e3, . . . , en−1
e3, . . . , en−1
en
X
X˜
Y
ϕQ+[ω]
π
e1
e1
e1
e
Figure 7. Flip interdit
Il en re´sulte - voir la figure 7 - que la contraction ϕQ+[ω] envoie X˜ sur la varie´te´ projective
lisse Y dont l’e´ventail est obtenu en remplac¸ant dans ∆˜ l’e´toile de e par la re´union des n− 1
coˆnes maximaux
< e1, . . . , eˆi, . . . , en−1, en, en+1 >, 1 ≤ i ≤ n− 1
et leurs faces.
Autrement dit, ϕQ+[ω] : X˜ → Y est l’e´clatement de Y le long de la sous-varie´te´ torique de
codimension deux, isomorphe a` Pn−2 et de´finie par le coˆne < en, en+1 >.
Enfin, la classe d’une courbe rationnelle incluse dans Z n’est pas extreˆmale dans le coˆne de
Mori des courbes effectives de Y car X n’est pas projective.
De´monstration de la proposition 3. La proposition 3, §3.2 pre´cise la proposition 5. Si X n’est
pas projective, nous venons de voir que la classe d’une courbe rationnelle incluse dans Z n’est
pas extreˆmale dans le coˆne de Mori des courbes effectives de X¯ . Re´ciproquement, soit F¯ une
courbe rationnelle incluse dans Z, non extreˆmale dans le coˆne de Mori des courbes effectives
de X¯ : [F¯ ] = [C1] + [C2], ou` les [Ci] sont effectives, non incluses dans Z. Si C
′
i de´signe la
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transforme´e stricte de Ci pour π¯, et si F est une courbe de X˜ , incluse dans une fibre de π
telle que π¯∗F = F¯ , on a
[F ] = [C ′1] + [C
′
2] + a[C
′],
ou` a est un entier et [C ′] la classe d’une fibre non triviale de π¯. Or
−1 = E · F = E · C ′1 + E · C
′
2 + aE · C
′ = E · C ′1 +E · C
′
2 − a,
d’ou`
a = 1 + E · C ′1 + E · C
′
2 ≥ 1
car E · C ′i ≥ 0. Ainsi, la classe de [F ] n’est pas extre´male dans le coˆne de Mori des courbes
effectives de X˜ , donc X n’est pas projective d’apre`s la proposition 1.
5. Quelques exemples
Dans cette dernie`re partie, nous donnons des exemples explicites de varie´te´s toriques non
projectives pour toutes les situations pre´ce´demment e´tudie´es.
5.1. Exemples en dimension trois.
5.1.1. Flip interdit. L’exemple le plus ce´le`bre est donne´ par la seule varie´te´ torique X non
projective de dimension 3 dont le groupe de Picard est de rang 4 : son e´ventail est donne´ par
la figure suivante projete´e sur la face < n1, n2, n3 > (voir [Oda88] page 85), ou` n1, n2 et n3
forment une base du re´seau N , ou` n0 = −n1 − n2 − n3 et pour 1 ≤ i ≤ 3, n
′
i = n0 + ni.
n1
n′1 n2
n3
n′3
n′2
n0
Figure 8.
Si C1 (respectivement C2, C3) est la courbe de coˆne < n
′
2, n
′
3 > (respectivement < n
′
1, n
′
3 >,
< n′1, n
′
2 >), alors NCi/X = OP1(−1)
⊕2, la varie´te´ X˜i = BCi(X) est projective et X est
obtenue via un flip interdit d’une varie´te´ torique projective Yi.
5.1.2. Transformation e´le´mentaire. D’apre`s la classification [Oda78] [Oda88] des varie´te´s
toriques de dimension 3 avec petit groupe de Picard, les varie´te´s toriques non projectives
de dimension 3 obtenues via une transformation e´le´mentaire d’une varie´te´ torique projective
ont un groupe de Picard de rang supe´rieur ou e´gal a` 5. L’e´ventail le plus simple est celui
de la varie´te´ Xa,b suivante (a et b dans Z) avec ρ(Xa,b) = 5 (labelle´e (4
454)′ dans [Oda88]
page 64 et [8− 13′] dans [Oda78] page 79).
n
−n′′
−n′
n′′ =∞
−n+ bn′
n′
−n− n′ − n′′
Xa,b
n+ n′ + an′′
Figure 9.
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La proposition suivante est imme´diate :
Proposition 6. Pour tous a et b entiers, les varie´te´s Xa−1,b, Xa+1,b, Xa,b−1 et Xa,b+1 sont
obtenues via une transformation e´le´mentaire de la varie´te´ Xa,b.
De´monstration. La figure suivante est suffisante :
Xa−1,b
−n′′
n−n
′
−n+ bn′
n′′ =∞
n+ n′ + (a− 1)n′′
n′
−n− n′ − n′′
n
−n′′
−n′
n′′ =∞
−n+ bn′
n′
−n− n′ − n′′
Xa,b
n+ n′ + an′′
−n′ n
n′′ =∞
−n+ bn′
n′
−n′′
−n− n′ − n′′
n+ n′ + an′′
n+ n′ + (a− 1)n′′
Figure 10.
Le re´sultat suivant est e´nonce´ sans de´monstration dans [Oda78] page 80.
Proposition 7. La varie´te´ Xa,b est non projective si et seulement si a 6= 0 et b 6= −1.
De´monstration. Si par exemple a = 0 (le cas b = −1 se traite de fac¸on identique), X0,b
est projective car obtenue en e´clatant un point puis une courbe a` partir d’une varie´te´ Z
projective (le groupe de Picard de Z est de rang 3 ou plus simplement Z admet une fibration
sur P1 de fibre P(OP1 ⊕OP1(b))).
Supposons ensuite a ≥ 1 et b ≥ 0 et montrons que Xa,b est non projective (les trois autres
cas se traitent de fac¸on identique). Par l’absurde, si Xa,b est projective, il existe une fonction
ϕ : NQ → R line´aire sur chaque coˆne de l’e´ventail ∆ de´finissant Xa,b et strictement convexe
au sens ou` ϕ(n1+n2) > ϕ(n1)+ϕ(n2) de`s que n1 et n2 n’appartiennent pas a` un meˆme coˆne
de ∆. Ecrivons alors
(−n+ bn′) + (b+ 1)(−n′) = −n− n′ = n′′ + (−n− n′ − n′′).
Comme n′′ et −n − n′ − n′′ n’appartiennent pas a` un meˆme coˆne alors que −n + bn′ et
(b+ 1)(−n′) appartiennent a` < −n+ bn′,−n′ >, on a :
ϕ(−n + bn′) + (b+ 1)ϕ(−n′) > ϕ(n′′) + ϕ(−n− n′ − n′′).
De meˆme, (−n− n′ − n′′) + (b+ 1)n′ = −n′′ + (−n+ bn′) donne
ϕ(−n − n′ − n′′) + (b+ 1)ϕ(n′) > ϕ(−n′′) + ϕ(−n+ bn′).
Par somme :
(b+ 1)(ϕ(n′) + ϕ(−n′)) > ϕ(n′′) + ϕ(−n′′).
A nouveau,
(n+ n′ + an′′) + a(−n′′) = n+ n′ et n+ an′′ = (n+ n′ + an′′) + (−n′)
donnent
ϕ(n + n′ + an′′) + aϕ(−n′′) > ϕ(n) + ϕ(n′) et ϕ(n) + aϕ(n′′) > ϕ(n+ n′ + an′′) + ϕ(−n′)
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d’ou`
a(ϕ(n′′) + ϕ(−n′′)) > ϕ(n′) + ϕ(−n′).
En regroupant,
a(b+ 1)(ϕ(n′′) + ϕ(−n′′)) > ϕ(n′′) + ϕ(−n′′),
et comme 0 > ϕ(n′′) + ϕ(−n′′), on en de´duit a(b+ 1) < 0, ce qui est absurde.
Des deux propositions pre´ce´dentes se de´duit imme´diatement le :
Corollaire D. Pour b 6= −1, les varie´te´s toriques non projectives X1,b et X−1,b sont
obtenues via une transformation e´le´mentaire de la varie´te´ torique projective X0,b. Pour
a 6= 0, les varie´te´s toriques non projectives Xa,0 et Xa,−2 sont obtenues via une transfor-
mation e´le´mentaire de la varie´te´ torique projective Xa,−1.
5.2. Des exemples en dimensions supe´rieures : une construction d’Ewald re-
visite´e. Dans cette dernie`re partie, nous e´tudions ge´ome´triquement et ge´ne´ralisons une cons-
truction due a` Ewald [Ewa86] pour construire en toutes dimensions supe´rieures a` quatre des
varie´te´s toriques non projectives avec petit groupe de Picard.
5.2.1. Description ge´ome´trique, cas ge´ne´ral. Soit X une varie´te´ analytique complexe (non
ne´cessairement torique) de dimension n munie d’une action de C∗. On construit une varie´te´
X˜ de dimension n+ 1 en recollant C×X a` P1 \ {0} ×X sur l’ouvert commun C∗ ×X graˆce
a` l’action de C∗ : (t, x) ∈ C∗ ×X ⊂ C×X est identifie´ a` (t, t · x) ∈ C∗ ×X ⊂ P1 \ {0} ×X.
La varie´te´ X˜ posse`de par construction une fibration f : X˜ → P1 dont toutes les fibres sont
isomorphes a` X. Dans la suite, on notera X0 := f
−1(0) et X∞ := f
−1(∞). Remarquons
qu’a` toute sous-varie´te´ Y de X, stable par C∗, correspond une sous-varie´te´ Y˜ de X˜ de meˆme
codimension que Y obtenue par le recollement de C×Y a` P1 \{0}×Y . Comme X˜, Y˜ posse`de
une fibration sur P1, de fibre isomorphe a` Y . De plus,
Y˜ ∩X0 ≃ Y˜ ∩X∞ ≃ Y.
5.2.2. Description ge´ome´trique, cas torique. Si X est une varie´te´ torique, et si v est un
e´le´ment du re´seau N , on note classiquement λv le sous-groupe a` un parame`tre du tore
Hom(M,C∗) lui correspondant. Ce sous-groupe de´finit une action de C∗ sur X si bien que la
construction pre´ce´dente s’applique : on note X˜v la varie´te´ correspondante et fv : X˜v → P
1
la fibration correspondante. Comme les actions sur X de Hom(M,C∗) et de λv commutent,
elles induisent une action de Hom(M,C∗) × C∗ sur X˜v, faisant de cette varie´te´ une varie´te´
torique de dimension n + 1 posse´dant une fibration fv e´quivariante lorsque P
1 est muni de
l’action standard de C∗. Dans ce cas, X0 et X∞ sont deux sous-varie´te´s toriques de X˜v et si
Y est une sous-varie´te´ torique de X, la sous-varie´te´ Y˜ de X˜v lui correspondant est torique.
De plus, il y a dans X˜v une sous-varie´te´ torique privile´gie´e, que l’on notera Y˜v : en effet v
appartient a` l’inte´rieur relatif d’un unique coˆne σv de l’e´ventail ∆ et la sous-varie´te´ torique
Yv de X de´termine´e par σv est fixe´e par le sous-groupe λv. Par conse´quent, la sous-varie´te´
torique de X˜v lui correspondant est isomorphe a` P
1 × Yv.
5.2.3. Description “e´ventail”. Si ∆ est l’e´ventail dans NQ de X, l’e´ventail ∆˜v dans NQ ⊕ Q
de X˜v est de´fini de la fac¸on suivante :
- on identifie ∆ avec son image via l’inclusion NQ ⊕ 0 →֒ NQ ⊕Q,
- les coˆnes de ∆˜v sont exactement les
σ˜ := (σ, 0) , σ˜+ := (σ, 0) +Q
+(v, 1) et σ˜− := (σ, 0) +Q
+(0,−1)
ou` σ de´crit l’ensemble des coˆnes de ∆.
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5.2.4. La construction d’Ewald. Soit X une varie´te´ torique de dimension n, D un diviseur
irre´ductible torique de X. On note vD le ge´ne´rateur minimal dans N du coˆne de dimension
un de´finissant D. D’apre`s ce qui pre´ce`de, la varie´te´ torique X˜vD de dimension n+1 construite
en 5.2.1− 2 contient un diviseur torique note´ D˜ isomorphe a` P1 ×D et Ewald remarque que
le fibre´ normal N de D˜ dans X˜vD satisfait
N|P1×{∗} ≃ OP1(−1).
Par conse´quent, il y a une varie´te´ torique XvD de dimension n+1 contenant une sous-varie´te´
torique ZvD de codimension deux isomorphe a` D de sorte que X˜vD soit l’e´clatement de XvD
le long de ZvD , le diviseur exceptionnel de l’e´clatement e´tant e´gal a` D˜. Remarquons que
XvD contient deux sous-varie´te´s toriques de codimension un isomorphes a` X0 et X∞, dont
l’intersection est isomorphe a` D.
Le re´sultat suivant est duˆ a` Ewald :
The´ore`me. Soit X une varie´te´ torique, D un diviseur torique de X et XvD la varie´te´ torique
construite pre´ce´demment. Alors XvD est projective si et seulement si X est projective. De
plus, X et XvD ont meˆme nombre de Picard.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, seule l’affirmation “X projective implique XvD projective” est non
triviale, Ewald la de´montre en conside´rant l’e´ventail de´finissant XvD . Ceci peut aussi se
de´montrer facilement en utilisant notre crite`re de projectivite´ §1.4.
5.2.5. Applications. Soit X une varie´te´ torique non projective de dimension n devenant pro-
jective apre`s e´clatement le long d’une sous-varie´te´ torique Y . On note X ′ := BY (X). Deux
constructions diffe´rentes sont possibles :
(i) si D est un diviseur irre´ductible torique de X disjoint de Y , alors la varie´te´ torique XvD
de dimension n+ 1 est non projective et devient projective apre`s e´clatement le long de
la sous-varie´te´ torique Y˜ correspondant a` Y . Par construction, la codimension de Y
dans X est e´gale a` celle de Y˜ dans XvD .
(ii) si D est un diviseur irre´ductible torique de X contenant Y , la transforme´e stricte de D
dans X ′ = BY (X) e´tant note´e D
′, alors la varie´te´ torique XvD de dimension n + 1 est
non projective et devient projective apre`s e´clatement le long d’une sous-varie´te´ torique
isomorphe a` Y (et que l’on note encore Y ) incluse dans ZvD . En effet, on a BY (XvD) =
X ′v
D′
et cette dernie`re varie´te´ est projective puisque X ′ l’est. Par construction, X et
XvD deviennent projectives apre`s e´clatement le long de sous-varie´te´s isomorphes, donc
de meˆme dimension !
On en de´duit le corollaire suivant :
Corollaire E. Pour tout entier n ≥ 3, il existe une varie´te´ torique non projective, dont
le nombre de Picard est e´gal a` 4, devenant projective apre`s e´clatement le long d’une courbe
torique.
De´monstration. Il suffit d’ite´rer la construction explique´e en (ii) a` partir de la varie´te´
de´crite en 5.1.1.
Les varie´te´s du corollaire E sont obtenues via un flip interdit d’une varie´te´ torique projective,
la meˆme construction partant par exemple des varie´te´s X1,b (b 6= −1) de 5.1.2 permet de con-
struire, pour tout entier n ≥ 3, une varie´te´ torique non projective, dont le nombre de Picard
est e´gal a` 5, obtenue via une transformation e´le´mentaire d’une varie´te´ torique projective.
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